Propuesta didáctica para la enseñanza aprendizaje de las aplicaciones de máximos y mínimos en el último grado de educación secundaria by Piraquive Valencia, Javier Alexander
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Este trabajo pretende ofrecer una opción de enseñanza del tema aplicaciones de la deri-
vada en la determinación de máximos y mínimos, a los estudiantes de grado undécimo
de educación media, por medio de actividades planteadas en contexto real y de acuerdo
a su entorno e interés, como son: "Juguemos con robots","Cancha de fútbol con pista
atlética", "Jugando micro fútbol" y "El mejor pedido de extintores". Para esto se tienen
en cuenta los aspectos histórico, disciplinar y didáctico del tema derivadas; dentro del
marco que involucra el aprendizaje por resolución de problemas y basados en situaciones
que incluyen proyectos matemáticos que se trabajan en la institución; de acuerdo con los
intereses, las actividades diarias y el entorno de los estudiantes; utilizando herramientas
ofrecidas por el ministerio de Tecnologías de la Información y las comunicaciones, el
Ministerio de Educación Nacional y el Instituto educativo distrital (I.E.D) Villemar el
Carmen.
Palabras clave: Historia del calculo, derivada, máximos y mínimos, enseñanza, unidad
didáctica.
Abstract
This work intends to offer a teaching option in the subject of the use of maxima and
minima to students in their final year of high school education, through activities posed
in real context and according to their environment and interests; for that reason, we
keep in mind the historical, disciplinary and didactical aspects of derivatives; within
the frame of learning by solving problems based in situations that include mathemati-
cal projects completed in school, the interests, daily activities and atmosphere of the
student body; using tools offered by the ministry of Information and Communication
Technology, the Ministry of National Education and the school of public education Vi-
llemar el Carmen.




Una preocupación relevante en el proceso enseñanza - aprendizaje entre los docentes
de matemáticas, es el proporcionar a los estudiantes elementos que motiven su estudio
y que le permitan comprender y usar de manera significativa un tema específico. El
plantear y solucionar problemas de aplicación podría ayudar en este proceso, como se
menciona en las siguientes citas:
«La resolución de problemas debería ser el centro de atención del currículo
en matemáticas y es por ello que debe tener especial relevancia en el desa-
rrollo del proceso enseñanza- aprendizaje», como lo reiteraba Luz Manuel
Santos Trigo [18].
«La resolución de problemas es dominio de estudio que ha influido nota-
blemente en las agendas de investigación en educación matemática y en las
propuestas del currículum matemático y las prácticas de instrucción» [18].
Este proyecto retoma la importancia de este eje en la formación matemática de los
estudiantes, en un tópico básico del currículo de grado undécimo: las aplicaciones de
la derivada en la determinación de máximos y mínimos. En el trabajo se diseña y se
aplica una unidad didáctica, que involucra situaciones planteadas en contextos de los
estudiantes, que son diferentes a las comúnmente propuestas en el aula, por medio de
las actividades: "Juguemos con robots", experiencia que involucra el desplazamiento y
movimiento de un robot; "Cancha de fútbol con pista atlética", que determina la po-
sibilidad de construcción de una pista atlética con una cancha de fútbol ya existente
aledaña al colegio; "Jugando micro fútbol", que compara resultados estadísticos y reales
de esta práctica con una propuesta matemática y, "El mejor pedido de extintores", que
muestra como la empresa familiar de un estudiante del colegio Villemar puede mejorar
sus ingresos de acuerdo a ciertas condiciones.
La importancia de trabajar un proyecto bajo esta orientación es mencionada en algu-
nos apartes del documento orientador; FORO EDUCATIVO NACIONAL: Ciudadanos
Matematicamente Competentes de Mayo 8 de 2014 del MEN. En el aparte, Propósitos
formativos de las matemáticas, afirma[10]:
«Para transformar esta situación, entre otras, desde el año 1978 se vienen
formulando, con el liderazgo del Ministerio de Educación, programas y pro-
puestas curriculares como la Renovación Curricular y más recientemente los
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Lineamientos Curriculares de Matemáticas (1998) y los Estándares Básicos
de Competencias de Matemáticas (2006). Estos documentos proponen orga-
nizaciones curriculares en la dirección de lograr que las matemáticas sean
vistas y experimentadas como una herramienta útil, accesible, necesaria e
interesante para todos los estudiantes.Para ello, se definieron tres priorida-
des:
1. La necesidad de una educación matemática básica de calidad para todos.
2. La importancia de considerar la formación matemática como un valor social.
3. El papel de la formación matemática en la consolidación de los valores democrá-
ticos.
Los estándares básicos de competencias, resumen estas tres prioridades en
el objetivo de formar ciudadanos matemáticamente competentes. (MEN,
2006). Para ser matemáticamente competente un estudiante debe poder:
Formular, plantear, transformar y resolver problemas a partir de situa-
ciones de la vida cotidiana, del mundo de las ciencias y del mundo de
las matemáticas mismas» [10].
Es de anotar que la resolución de problemas tiene una gran importancia en los grados
preescolar a undécimo, como una de las competencias requeridas para involucrar a los
estudiantes en el mundo actual laboral cada vez más competitivo.
Uno de los temas que tiene gran relevancia en grado undécimo y se presta para fortalecer
el desarrollo de resolución de problemas, es el concepto de derivada y específicamente
el tópico de Máximos y Mínimos. Para trabajar con los estudiantes este tema, es nece-
sario que comprendan previamente conceptos tales como: número real, función, límite,
entre otros. Dado que el concepto de derivada y sus aplicaciones tienen un especial
nivel de complejidad para los estudiantes como lo plantean Cantoral y Farfán en 1998
[4, 5], quienes referencian las dificultades que se presentan en el proceso de enseñanza
– aprendizaje de este concepto, específicamente en el uso del significado de la derivada,
dificultades que se acrecientan cuando se requiere utilizarlo en el desarrollo de proble-
mas de aplicación.
En el I.E.D Villemar El Carmen, entidad educativa donde se aplicará este proyecto, en
su P.E.I, Villemaristas Lideres En Comunicación, Convivencia y Participacion, hace
referencia en nueve apartes a la resolución de problemas como elemento relevante en
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el proceso de enseñanza-aprendizaje, por ejemplo, en el numeral 3 de los objetivos ge-
nerales de la educación básica se resalta la importancia de la resolución de problemas
en varias asignaturas, ya que afirma: “Ampliar y profundizar el razonamiento lógico y
analítico para la interpretación y solución de los problemas de la ciencia, la tecnología
y de la vida cotidiana”[17].
En cuanto a las referencias consultadas para la realización de este proyecto podemos
mencionar algunas como:
Pineda Ruiz Carlos Eduardo (2013), en [16] donde presenta una propuesta didác-
tica para la enseñanza del concepto de la derivada en grado undecimo.
Guevara Sánchez Carlos Alberto (2012), [11] presenta una propuesta didáctica pa-
ra lograr aprendizaje significativo del concepto de función mediante la modelación
y la simulación.
Vidal Rojas Oscar Eduardo (2012), en [20] donde trabaja la interpretación de la
derivada como razón de cambio, en diferentes contextos matemáticos .
Teniendo en cuenta la importancia que tiene el planteamiento y la resolución de pro-
blemas en la formación matemática de los estudiantes y la investigación didáctica con-
sultada, surge la siguiente pregunta:
¿Cuál puede ser una unidad didáctica que aporte al proceso enseñanza - aprendizaje,





Diseñar una unidad didáctica para los estudiantes de grado undécimo centrada en el
planteamiento y resolución de problemas de aplicación de máximos y mínimos, que sean
de su entorno e interés.
Objetivos Específicos
1. Identificar los temas y conceptos necesarios para comprender las aplicaciones de
la derivada en la determinación de máximos y mínimos.
2. Identificar algunos procedimientos y estrategias utilizados por los estudiantes en
el planteamiento y resolución de problemas.
3. Establecer los saberes previos de los estudiantes sobre la derivada y sus interpre-
taciones.
4. Realizar la aplicación de la unidad didáctica en dos grupos de estudiantes, un
grupo piloto y otro experimental, para luego comparar los resultados académicos
y de opinión con respecto a las actividades realizadas.
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Consultando el repositorio de la Universidad Nacional de Colombia se encontraron tres
trabajos de la Maestría en Enseñanza de las Ciencias relacionados con el tema propuesto:
1. Una propuesta didáctica para la enseñanza del concepto de la derivada en el últi-
mo grado de educación secundaria [16].
Carlos Eduardo Pineda Ruiz, directora: Doctora Clara Helena Sánchez B, sede
Bogotá.
En el cual se realiza una propuesta didáctica para la enseñanza - aprendizaje
del concepto de derivada de una función en el último grado de educación secun-
daria, planteando actividades en el aula de clase que contribuyen al estudiante en
la construcción del concepto de derivada a partir del concepto Razón de cambio.
2. Propuesta didáctica para lograr aprendizaje significativo del concepto de función
mediante la modelación y la simulación [11].
Tesis presentada por Carlos Alberto Guevara, directora Doctora Rosa Antonia
Franco Arbeláez. Universidad Nacional de Colombia Sede Medellín.
En este trabajo se analiza el concepto de función desde el aprendizaje signifi-
cativo y las alternativas del proceso de aprendizaje relacionadas con los sistemas
de representaciones que conducen a la modelación de las funciones en cursos de
pre-cálculo. También se proponen módulos de actividades de simulación y modela-
ción como una alternativa para integrar distintas representaciones de las funciones,
implementando herramientas como GRAPH 4,3 y GEOGEBRA.
3. Interpretación de la noción de derivada como razón de cambio instantánea en
contextos matemáticos [20].
Presentado por Oscar Eduardo Vidal Rojas, director Ph. D. Leonardo Rendón
Arbeláez. Universidad Nacional de Colombia, sede Bogotá..
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Este trabajo muestra un estudio de la derivada vista como razón de cambio,
afianzando elementos didácticos que conduzcan a un mejor desarrollo del proceso
de enseñanza – aprendizaje de la noción de derivada, mostrando su naturaleza
variacional.
En otras Universidades de Colombia también se encontraron:
1. La resolución de problemas como estrategia metodológica para fortalecer el apren-
dizaje de las derivadas.
Tesis presentada por Marcy Locy Viera Lugo, como trabajo final para optar el
título de Licenciatura en Matemáticas, su director Freddy Enrique Marin. Uni-
versidad Católica de Manizales.
El trabajo tiene el propósito de interesar a los estudiantes de grado undécimo
de la corporación educativa Adventista de Puerto Tejada Cauca, hacia el apren-
dizaje práctico de las derivadas.
En otros países también existen trabajos relacionados con el tema propuesto, como por
ejemplo:
1. El aprendizaje de métodos de resolución de problemas de matemáticas.
Tesis presentada por Josep Gascón Pérez, como trabajo final para optar el tí-
tulo de Doctor en matemáticas, su director Agustí Reventós Tarrida. Universidad
Autónoma de Barcelona.
La tesis en mención busca contribuir al desarrollo de una teoría de la resolución
de problemas de matemáticas, dentro de la tradición heurística reinaugurada por
G. Polya; además contrasta empíricamente ciertas hipótesis formuladas e inter-
pretadas dentro del marco de la teoría propuesta, hipótesis que pretenden indagar
algunos principios que rigen el aprendizaje de los métodos de resolución.
2. Intuición y rigor en la resolución de problemas de optimización.
Tesis presentada por Uldarico Malaspina, J, para optar el título de Doctor Cien-
cias. Pontificia Universidad Católica del Perú (Lima).
En ésta tesis se investigan tres aspectos de las matemáticas y su enseñanza -
aprendizaje. El primero relacionado con lo que se entiende por intuición y rigor en
matemáticas; el segundo, con el proceso de resolución de problemas y el tercero,
con el interés que históricamente ha tenido la matemática para estudiar las situa-
ciones en las que hay que optimizar. Los tres aspectos se estudian conjuntamente,
teniendo como uno de los principales marcos teóricos de referencia el Enfoque




En [12] se lee que Jean Dieudonné afirma «La historia de las matemáticas
muestra que los avances matemáticos casi siempre se originan en un esfuerzo
por resolver un problema específico.»
Para realizar el marco histórico se han consultado fuentes como [1, 6, 7, 13, 14, 19, 20].
Los aportes realizados por grandes matemáticos, científicos y todos los que a lo largo
de la historia son considerados genios de la humanidad, generalmente son debido a una
evolución de ideas y no a una generación espontánea de estas, como afirmó Isaac New-
ton citado en el libro Historia de la matemática, «si he conseguido ver más lejos que
Descartes ha sido porque me he incorporado sobre los hombros de gigantes» [6].
Históricamente los trabajos realizados por los Egipcios y los Babilónicos influyeron en
los trabajos propuestos por filósofos y matemáticos Griegos. Se cuentan entre ellos:
Tales de Mileto (625 a.c – 547 a.c), propuso métodos que relacionaban principios
matemáticos con la forma de interpretar la naturaleza, «Todo es un número» [14]
Pag. 47, que posteriormente fueron la base para los Pitagóricos.
Zenón de Elea (490 a.c – 430 a.c), con la contribución de paradojas basadas en el
infinito, contribuyó al pensamiento infinitesimal, desarrollado muchos siglos des-
pués en la aplicación del cálculo infinitesimal de la mano de Newton y Leibniz.
Eudoxo de Cnido (408 a.c - 355 a.c), reconocido por el método de Exhaución,
que posteriormente es utilizado por Arquímedes en su obra «Sobre la esfera y el
cilindro» y que precede al cálculo integral.
Por otra parte como eje inspirador a la realización de este trabajo, están las obras reali-
zadas por Arquímedes de Siracusa (287 a.c - 212 a.c), matemático ingeniero y científico
más importante de la antigüedad, quién pasó de las teorías abstractas a las aplicaciones
prácticas.
En Torricelli Opera Geometrica, Florencia, 1644 [8] se encuentra el texto: Arquímedes
de Siracusa (287 a.c - 212 a.c) «Entre todos los trabajos que se refieren a las disciplinas
matemáticas, parece que el primer lugar puede ser reivindicado por los descubrimientos
de Arquímedes, que confunden a las almas por el milagro de su sutilidad.»
Son ingeniosos los razonamientos que Arquímedes utilizaba para dar respuestas a si-
tuaciones de la vida, que le fueron planteadas por otras personas y que él mismo se
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formulaba. Por ejemplo, Arquímedes le dio solución al problema que el rey de Siracusa
(el rey Hierón) le planteó, en el que le pidió que tratara de determinar si la cantidad
de oro que le fue entregada al artesano correspondía a la corona que este elaboró, pues
sospechaba que el artesano había sustituido parte del oro por plata.
Plutarco relata en Vida de Marcelo, XIV [15]:
«. . . Y le persuadió a que convirtiese alguna parte de aquella ciencia de las cosas inte-
lectuales a las sensibles, y que aplicando sus conocimientos a los usos de la vida, hiciese
que le entrasen por los ojos a la muchedumbre.».
Se puede afirmar que Arquímedes fue un revolucionario de la academia, ya que rodeado
por las costumbres de Alejandría (sitio donde estuvo completando su formación), en las
que la investigación y las ciencias estaban encaminadas hacia lo puramente abstracto
y donde el saber teórico era único digno de una posición social eminente, rompió con
los esquemas tradicionales de la academia, mostrando interés en llevar la ciencia a la
práctica, de tal forma que el conocimiento fuese útil en la solución de situaciones reales.
En [8] (Pag 221) se encuentra: «En efecto la actividad investigadora de Arquímedes fue
profundamente original y diferente de la ciencia alejandrina, porque fundiendo los as-
pectos científicos con los técnicos, logró alcanzar una síntesis armónica que, elevándose
a las más altas cotas del rigor, produjo extraordinarios resultados al complementar la
investigación teórica con las aplicaciones prácticas.» .
Fueron excepcionales los raciocinios que Arquímedes utilizaba para encontrar soluciones
a situaciones o problemas que se presentaban en su comunidad. El Genio de Siracusa
realizó aportes al desarrollo social, como por ejemplo el «tornillo de Arquímedes», uti-
lizado para extraer agua de un pozo, facilitando el riego en zonas cultivables; también,
basado en sus estudios sobre estática, equilibrio y centros de masa, creo máquinas ca-
paces de levantar grandes pesos aplicando un mínimo de fuerza. Viendo esto el Rey de
Siracusa, le encargó a Arquímedes construir toda clase de artefactos para defender o
atacar.
«A pesar de estas manifestaciones de Plutarco, muchos de los trabajos de Arquímedes
están vinculados a la experiencia, de modo que muchas de sus investigaciones y descu-
brimientos resultan de la necesidad de resolver problemas prácticos.» [8] (Pag.223).
Al leer parte de la obra y algunos escritos existentes sobre lo realizado por Arquímedes,
no deja de ser sorprendente las bases que este genio de las matemáticas e ingeniería
dejo, para que otros matemáticos se apoyaran. En general, fueron inmensos los aportes




Arquímedes por medio del método de Exhaución, creado por Eudoxo, representó fórmu-
las de áreas de un círculo y de otras figuras geométricas; también determinó la superficie
de una esfera y estableció la relación entre la esfera y el cilindro circunscrito en ella,
este método se convirtió en lo que hoy conocemos como cálculo integral , en Apostol
[1] se lee: «Gradualmente el método de Exhaución fue transformándose en lo que hoy se
conoce como cálculo integral, nueva y potente disciplina que tiene numerosísimas apli-
caciones no solo en problemas relativos a áreas y volúmenes, sino también en problemas
de otras ciencias. Este método, que mantiene alguno de los caracteres originales del
método de Exhaución, recibió su mayor impulso en el siglo XVII, debido a los esfuerzos
de Isaac Newton (1642 – 1727) y Gottfried Leibniz (1646 – 1716), y su desarrollo conti-
nuó durante el siglo XIX, hasta que Augustin-Louis Cauchy (1789 – 1857) y Bernhard
Riemann (1826 – 1866) le dieron una base matemática firme. Posteriores afinamientos
y extensiones de la teoría han llegado hasta la matemática contemporánea.».
Otro aporte de gran importancia, fue el realizado por Apolonio (262-190 a.C.) quién
recopiló su obra en un tratado de ocho libros, en el quinto sobre cónicas, se reconocen
problemas de máximos y mínimos, en donde estudia los segmentos de máxima y mínima
longitud que se trazan respecto a una cónica determinada.
Boyer (1986), afirma sobre el trabajo de Apolonio [6]:
“Al mismo tiempo que uno no puede por menos de admirar al autor por su elevada
actitud intelectual, parece procedente hacer notar que lo que en su día fue simplemente
una bella teoría, sin ninguna posibilidad en absoluto de ser aplicada a la ciencia o la
tecnología de la época, ha llegado a ser un instrumento teórico fundamental en campos
tales como la dinámica terrestre o la mecánica celeste. Los teoremas de Apolonio sobre
máximos y mínimos son en realidad teoremas sobre tangentes y normales a las seccio-
nes cónicas. [. . . ] Resulta pues meridianamente claro, dicho en otras palabras, que fue
la matemática pura de Apolonio la que hizo posible la aparición, unos 1800 años más
tarde, de los Principia de Newton. . . ” (Pag. 203).
Las cantidades infinitesimales, utilizadas para resolver problemas de cálculo de tangen-
tes, que dieron origen al cálculo diferencial, proceden de estudios y aportes realizados
por Johanes Kepler y Bonaventura Cavalleri, quienes se consideran, fueron los primeros
en utilizar los infinitos.
Pierre de Fermat (1601-1665), antes que Newton y Leibniz publicaran sus trabajos sobre
cálculo diferencial, propuso métodos para obtener valores máximos y mínimos, en 1629
se le ocurrió hallar la recta tangente en un punto arbitrario a una curva, método que
compartió con Rene Descartes.
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Aunque trabajaron por separado, las ideas de Newton y Leibniz fueron basadas en tra-
bajos realizados por sus antecesores y organizadas en los conceptos de lo que ahora
conocemos como cálculo integral y diferencial.
Isaac Newton (1642 – 1727), nació el 25 de Diciembre de 1642 en Inglaterra. Fue pro-
fesor de matemáticas en Cambridge y luego jefe de la casa de la moneda.
Curiosamente entre 1664 – 1666 desarrolló las ideas de la gravitación universal, la teoría
de los colores, la serie del binomio y el cálculo de fluxiones; mientras estaba recluido en
su casa natal de Woolsthorpe, debido a que el Trinity College de Cambridge, de donde
era estudiante, estuvo cerrado por la epidemia de la peste. Los principios del cálculo
diferencial e integral, los descubre hacia 1665 – 1666 y con base en estos estudios elabora
tres escritos mostrando sus logros.
Newton, apoyado en estudios sobre Geometría analítica realizados por Descartes, trata
problemas concretos sobre rectas tangentes a curvas y cuadraturas, que posteriormente
generaliza en expresiones analíticas, que determinan lo que conocemos como cálculo
diferencial e integral.
En forma similar Gottfried Gottfried Leibniz (1646 – 1716), filósofo matemático y esta-
dista Alemán, considerado uno de los mayores intelectuales del siglo XVII, considerado
pionero en el desarrollo de la lógica matemática, en 1672 presentó una máquina capaz
de calcular las operaciones básicas y extraer raíces cuadradas.
La contribución de Leibniz en matemáticas consistió en enumerar, en 1675, los princi-
pios fundamentales del cálculo infinitesimal.
El sistema de Leibniz fue publicado en 1684, su método de notación fue tomado uni-
versalmente y es el que se maneja en la actualidad. Leibniz estableció la resolución de
los problemas para los máximos y los mínimos así como de las tangentes.
Los historiadores consideran que lo presentado por Newton fue de mejor aplicación a
los problemas prácticos, mientras que Leibniz, mostró una notación que aún se utiliza
en la actualidad.
Posteriormente matemáticos como Leonhard Euler (1707 – 1783) trabajó en lo que se
conoce como el cálculo de variaciones y al igual que Leibniz aportó en la notación de
varios escritos matemáticos; luego, Jean Baptiste-Joseph Fourier (1768-1830) propuso
aproximaciones a métodos de optimización, actualmente vigentes en la programación
lineal, así durante el siglos XVII y posteriores se utilizó la derivada como recurso para
encontrar solución a problemas de máximos y mínimos, lo cual incidió en las aplicacio-
nes del cálculo para dar solución a situaciones planteadas en diversos campos de estudio.
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En el año 1975 el economista, matemático e ingeniero Leonid Vitaliyevich Kantorovich
(1912-1986) y el físico y matemático Tjalling Charles Koopmans (1910 – 1986) compar-
tieron el premio Nobel de economía, que obtuvieron gracias a sus aportes realizados a
la teoría de la óptima localización de recursos, con la teoría matemática de la progra-
mación lineal.
En general el desarrollo del cálculo y en particular el tema de máximos y mínimos, nos
muestra como grandes personajes han tomado posición y han realizado grandes aportes.
Según Pérez, F. [19] los orígenes del cálculo estuvieron motivados por el deseo de re-
solver problemas relacionados con el movimiento de los cuerpos, encontrar los puntos
máximos y mínimos de funciones y hallar la recta tangente a una curva en un punto
dado y los conceptos de derivada e integral son la manera con la cual se pueden resolver
satisfactoriamente dichos problemas. En general se puede decir que las ideas centrales
que originaron el descubrimiento del cálculo fueron:
Hallar la recta tangente a una curva en un punto dado.




El tema central, valores máximos o mínimos de una función, determina resultados úti-
les y necesarios en diversos campos de estudio, como la física, aritmética, geometría,
economía, industria, ingeniería, arquitectura, administración, entre otros. Por ejemplo
algunos casos de aplicación son: para encontrar la altura máxima que alcanza un pro-
yectil, áreas máximas o mínimas, ingresos máximos y cantidad de material mínimo para
un volumen determinado.
La propuesta: «Diseñar una unidad didáctica para los estudiantes de grado undécimo
centrada en el planteamiento y resolución de problemas, que sean de su entorno e interés
de aplicación de máximos y mínimos», tiene como ejes y temas fundamentales:
1. Trazado de curvas.
2. Concepto de máximos y mínimos de una función.
3. Problemas de máximos y mínimos.
4. Razones de cambio.
Utilizando como soporte principal para estos temas y en general para el curso de cálculo,
los libros:
El cálculo EC 7, séptima Edición, Autor Louis Leithold.
Cálculo diferencial en una variable, Autores Herbert Dueñas Ruiz e Ibeth Marcela
Rubio Perilla.
Se complementa con más libros que contienen gran variedad de ejercicios de aplica-
ciones, como CALCULUS, segunda Edición, Autor Tom M. Apóstol [1] y CALCULUS
cálculo infinitesimal, segunda edición, Autor Michael Spivak [19].
Según Azcárate (1990) [3], para que la enseñanza y aprendizaje del concepto de derivada
tengan éxito el docente debe tener en cuenta cuatro factores claves que son:
1. Partir de las concepciones previas que los alumnos tengan del concepto de veloci-
dad.
2. Usar gráficos de funciones que permitan visualizar claramente las ideas especial-
mente cuando se habla de pendiente de una recta y tasas medias de variación.
3. Usar problemas concretos en los cuales el estudiante relacione lo que aprende con
situaciones de la vida diaria.
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4. Tener claro las dificultades que se presentan cuando se realiza el proceso de paso al
límite en una función y entender que el límite no es solo un proceso de sustitución
de una variable por un valor y realizar unas operaciones, ya que este concepto va
más allá de esto.
Además de los factores mencionados anteriormente, se utilizan parcial o totalmente,
algunas de las funciones que aparecen en la solución de las actividades propuestas a
los estudiantes; asimismo para comprender claramente el concepto de la derivada el
estudiante debe tener una serie de conocimientos previos en geometría elemental y
trigonometría, los cuales deben estar acompañados de preconceptos como:
1. Dependencia entre variables.
2. Nociones de:
Función.
Dominio y rango de una función.
Gráfica de una función.
Crecimiento y decrecimiento de funciones.
Tasa media de variación.
Para un mejor análisis del tema, los ejemplos que aparecen en los capítulos 1.3.1 y 1.3.5,
están basados en las actividades propuestas a los estudiantes, aunque con dominio en los
reales; sin embargo ya en las presentadas a los estudiantes aparecen con las condiciones
que corresponden.
1.3.1. Derivada de una función
El concepto de derivada se toma en diversos textos, desde varios ángulos a tener en
cuenta, como son: los textos Leithold, Shoskowsky y Apostol y el cálculo de los profe-
sores de la Universidad Nacional Herbert Dueñas y Ibeth Marcela Rubio.
Una recta es tangente a una curva en un punto a; si en un entorno de a dicha recta y
curva tienen como única intersección este punto y la recta tangente va en la dirección
de la curva en x = a.
Para encontrar la pendiente de la recta tangente en el punto a, inicialmente nos apro-
ximamos a la recta tangente a f en (a, f(a)) por medio de rectas secantes a la curva
por los puntos (a, f(a)) y (a+ h, f(a+ h) de tal manera que h puede ser positivo o
negativo, pero no cero y buscamos la pendiente de esta recta secante (Figura 1.1).
msec =





Figura 1.1: Recta secante en el punto (a, f (a)).
Cuando el valor de h se acerca a cero la recta se acercaría a la pendiente de la recta
tangente en el punto a, con lo cual estaríamos encontrando la pendiente requerida; por
lo que lo ideal lo obtenemos cuando h→ 0.
Por ejemplo, la Figura 1,2 se realiza en base en la actividad 4 planteada en la unidad
didáctica, la cual involucra una empresa de extintores, de la familia de Julián Hernández,
uno de los estudiantes de grado undécimo. Esta figura y todas las que representan
gráficas fueron realizadas con la herramienta GeoGebra.




Hallar el pedido de cuántos extintores proporcionarán el mejor ingreso a la empresa de
la familia de Julián, teniendo en cuenta que si el pedido es de 120 extintores o menos
cada uno se cobra a $28,000, sin embargo el costo por extintor se reduce en $100 por
cada extintor adicional a 120.
De acuerdo con la situación los estudiantes llegaron a la siguiente función que representa
el ingreso bruto en función de la cantidad de extintores:
x: cantidad de extintores en el pedido.
G(x) = −100x2 + 40000x
Al graficar la expresión G(x), que corresponde a la función que llegaron los estudiantes,
con dominio en los reales obtenemos la figura 1.2.
Para encontrar la pendiente de la recta tangente en el punto a, inicialmente nos apro-
ximamos a la recta tangente a G en G(a, f(a)) por medio de rectas secantes a la curva
por el punto (a, f(a)) y otro punto sobre la curva cercano a él (a+h, f(a+h)), donde el
número h puede ser positivo o negativo, pero no cero y buscamos la pendiente de esta
recta secante.
Para este caso, a = 200 y G(a, f(a)) es el punto A = (200, 4´000.000) si tomamos
una recta secante desde los puntos A (200, 4´000.000) y el punto sobre la curva D
(300, 3´000.000), donde h = 100, obtenemos la Figura 1.3. Ahora, si tomamos una
nueva recta secante desde los puntos (200, 4´000,000) y el punto sobre la curva E
(280, 3´360.000), donde h = 80, encontramos la Figura 1.4. Con una nueva recta secante
desde los puntos (200, 4´000.000) y el punto sobre la curva F (252, 3´729.600), donde
h = 52, encontramos la gráfica de la Figura 1.5.
En forma similar observemos las gráficas para los valores de h negativos, simétricos a
x = 200 (eje de simetría de la función G(x). Si tomamos una recta secante desde los
puntos A (200, 4´000,000) y el punto sobre la curva G (100, 3´000.000), donde h =
−100, obtenemos la gráfica de la figura 1.6. Ahora, una nueva recta secante desde
los puntos (200, 4´000.000) y el punto sobre la curva H (120, 3´360.000), donde h =
−80, encontramos la gráfica de la figura 1.7. Por último, la recta secante desde los
puntos (200, 4´000.000) y el punto sobre la curva I(148, 3´729.600), donde h = −52,
encontramos la gráfica de la figura 1.8.
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Figura 1.3: Representación de la secante a G(x) por los puntos A (200, 4′000.000) y D
(300, 3′000.000), con h = 100.
Figura 1.4: Representación de la secante a G(x) por los puntos A (200, 4′000.000) y E
(280, 3′360.000), con h = 80.
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Figura 1.5: Representación de la secante a G(x) por los puntos A (200, 4′000.000) y F
(252, 3′729.600), con h = 52.
Figura 1.6: Representación de la secante a G(x) por los puntos A (200, 4′000.000) y G
(100, 3′000.000), con h = −100.
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Figura 1.7: Representación de la secante a G(x) por los puntos A(200, 4′000.000) y H
(120, 3′360.000), con h = −80.
Figura 1.8: Representación de la secante a G(x) por los puntos A (200, 4′000.000) y I
(148, 3′729.600), con h = −52.
Al reunir las anteriores gráficas de las rectas secantes (Figuras 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 1.7
y 1.8) y G(x) (Figura 1.2), obtenemos (Figura 1.9):
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Figura 1.9: Representación de las secantes a G(x) por el A (200, 4′000,000) y los puntos
D, E, F , G, H e I.
Los puntos D ,E, F, G, H, I, se escogieron así para facilitar los cálculos, de donde los
valores de h cada vez más cercanos a a son:
Por derecha:
En los puntos de G(x) D, E y F los valores de h son respectivamente 100, 80 y 52,
cada vez más cercanos a cero. Mostrando una recta que se acerca cada vez más a
la recta tangente a G(x) en el punto G(a, f(a)), es decir en (200, 4´000.000).
Por izquierda:
En los puntos de G(x) G, H, e I los valores de h son respectivamente −100, −80
y −52, cada vez más cercanos a cero. Mostrando una recta que se acerca cada vez
más a la recta tangente a G(x) en el punto G(a, f(a)), es decir en (200, 4´000.000).
Por lo que si msec representa la pendiente de la recta secante, podemos afirmar que la





f (a+ h)− f (a)
h
(1.2)
Con tal que el límite exista. Si existe corresponde a la derivada f ′(a).
El siguiente es un ejemplo que se incluyó dentro de las actividades realizadas con los
estudiantes de grado undécimo del colegio Villemar el Carmen, en el que se ilustra la
idea de acercamiento a un punto x = a.
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Ejemplo 2. Concurso el menor tiempo de recorrido. Situación en el parque aledaño al
colegio
Práctica resolución de problemas. Manual para la
solución de la situación:
Concurso «Juguemos con robots»
Situación
Un robot debe avanzar desde el punto A hasta el B, en el menor tiempo posible (Figura
1.10).
1. Determina la ruta que deberá usar para ir de A hasta B para lograr el menor
tiempo posible.
2. ¿Cuánto tiempo se ahorra en comparación con la ruta directa por el terreno de
cemento?
Figura 1.10: Diagrama de la situación, que muestra los puntos A y B a los que debe
partir y llegar el robot.
En este caso los estudiantes realizaron las siguientes mediciones, estas se muestran en
la figura 1.11.
En césped (zona verde) el robot avanzó a una velocidad de 0, 41m/seg, mientras que en
asfalto avanzó a 0, 37m/seg. Se aclara que inicialmente el problema estaba planteado
en forma diferente, debido a que se pensaba que el robot andaría más rápido en asfalto
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que en césped, pero al hacer las mediciones resultó lo contrario, es decir más rápido en
césped que en asfalto, esta situación se encuentra mejor detallada en Observaciones de
la Actividad 1. De donde se encontró que la función tiempo en términos de x (distancia)
es (Ecuación 1.3):







De donde obtenemos la siguiente gráfica realizada en Geogebra de la expresión 1.3
Figura 1.12: Gráfica de la expresión 1.3.
En la unidad didáctica veremos, como durante el desarrollo de la clase se llegó a la fun-
ción T (x), ahora bien, supongamos que deseamos obtener una recta tangente en x = 2;
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es decir en el punto sobre la curva A (2, 19.28), nos aproximamos a esta recta tangente
por medio de rectas secantes a la curva por el punto (2, 19.28) y otro punto sobre la
curva cercano a él, supongamos B (2 + 28, f(2 + 28)), para este caso h = 28 es decir
B (30, 23.14) y buscamos la pendiente de esta recta secante; luego encontramos más
puntos sobre la curva con el valor de h cada vez más cercano a cero, como se describe
a continuación y se muestra en la gráfica (figura 1.13) y se muestra en la tabla 1.1.
Punto h Generando
B (30, 23.14) 28 con el punto A la recta b
C (25, 21.89) 23 con el punto A la recta c
D (20, 20.68) 18 con el punto A la recta d
E (15, 19.53) 13 con el punto A la recta e
F (10.05, 18.56) 8.05 con el punto A la recta f
G (5.03, 18.16) 3.03 con el punto A la recta g
H (3.95, 18.32) 1.95 con el punto A la recta h
I (2.82, 18.72) 0.82 con el punto A la recta i
Cuadro 1.1: Rectas secantes generadas para encontar la pendiente en el punto A de la
expresión 1.3 y la figura 1.12.
Figura 1.13: Representación de las secantes a T (x) por el punto A (2, 19.28) y los puntos
D, E, F , G, H e I y la recta tangente a T (x) en el punto A.
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1.3.2. Definición de derivada
Sea f una función de R en R. La derivada de la función f en x = a, se denota por f ′(a)
y se define como:
f ′ (a) = ĺım
h→0
f (a+ h)− f (a)
h
(1.4)
Siempre que el límite de f ′ (a) exista. También se denomina coeficiente de variación de
f en a.
1.3.3. Concavidad y puntos de Inflexión
Concavidad
Veamos la definición de concavidad de dos formas equivalentes, basadas en Leithold
Página 318 [13]:
Definición 1. Teniendo en cuenta la primera derivada de la función f , en un punto c
que pertenece al dominio de la función f(x), es decir f ′(c), tenemos:
Gráfica cóncava hacia arriba: La gráfica de una función f es cóncava hacia arriba
en el punto (c, f(c)), si existef ′(c) y si existe un intervalo abierto I que contenga
a c , tal que para todos los valores de x 6= c en I, el punto (x, f(x)) en la gráfica
esté arriba de la recta tangente a la gráfica en (c, f(c)).
Gráfica cóncava hacia abajo: La gráfica de una función f es cóncava hacia abajo
en el punto (c, f(c)), si existe f ′(c) y si existe un intervalo abierto I que contenga
a c , tal que para todos los valores de x 6= c en I, el punto (x, f(x)) en la gráfica
esté bajo de la recta tangente a la gráfica en (c, f(c)).
Definición 2. Usando la segunda derivada de la función f , en un punto c que pertene-
ce al dominio de la función f(x), es decir f ′′(c). Cuando una función es cóncava hacia
arriba y existe la segunda derivada, entonces las pendientes de las rectas tangentes son
funciones crecientes, es decir f ′′(x) es creciente, luego f ′′(x) > 0; mientras que, si una
función es cóncava hacia abajo y existe la segunda derivada, entonces las pendientes
de las rectas tangentes son funciones decrecientes, es decir f ′′(x) es decreciente, luego
f ′′(x) < 0. La figura 1.14 corresponde a la actividad de introducción realizada y grafi-
cada con los estudiantes del colegio Villemar, dándonos claridad sobre la definición de
cóncava hacia abajo.
Si f ′′(c) > 0, la gráfica de f es cóncava hacia arriba en (c, f(c)).
Si f ′′(c) < 0, la gráfica de f es cóncava hacia abajo en (c, f(c)).
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El cálculo de Spivak no se refiere a funciones o intervalos en los que es cóncava hacia
arriba, cóncava hacia abajo, si no a convexa o cóncava [19] página 302 y 303, como
aparece en las siguientes definiciones.
Definición 3. «Se dice que una función f es convexa en un intervalo, si para todo a
y b de este intervalo, el segmento rectilíneo que une (a, f(a)) con (b, f(b)) queda por
encima de la gráfica de f .»
Una definición equivalente de convexidad es:
Definición 4. «Una función f es convexa en un intervalo si para todo a,x y b del
intervalo con a < x < b se tiene»
f (x)− f (a)
x− a
<
f (b)− f (a)
b− a
(1.5)
Para la definición de función cóncava el texto indica que se sustituye la palabra «enci-
ma» por «debajo», quedando como aparece a continuación:
Se dice que una función f es cóncava en un intervalo, si para todo a y b de este intervalo,
el segmento rectilíneo que une (a, f(a)) con (b, f(b)) queda por debajo de la gráfica de f .
Mientras que la definición equivalente para cóncava es:
Una función f es cóncava en un intervalo si para todo a,x y b del intervalo con a < x < b
se tiene
f (x)− f (a)
x− a
>
f (b)− f (a)
b− a
(1.6)
Las gráficas correspondientes que ofrece el texto se muestran en la figuras 1.14 y 1.15.
Figura 1.14: Representación de función convexa en un intervalo a y b.
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Figura 1.15: Representación de función cóncava en un intervalo a y b.
Puntos de Inflexión
De acuerdo a las definiciones que presentan los textos de cálculo de Leithold (10) página
322 y del profesor Dueñas (9) página 224, tenemos:
El punto (c, f(c)) es un punto de inflexión de la gráfica de la función f si:
Sif ′′(x) < 0, cuando x < c y f ′′(x) > 0, cuando x > c, o bien,
Si f ′′(x) > 0, cuando x < c y f ′′(x) > 0, cuando x > c.
Si tenemos una función f diferenciable en algún intervalo abierto que contenga a c, y si
(c, f(c)) es un punto de inflexión de la gráfica de f , entonces, si f ′′(c) existe, f ′′(c) = 0.,
es decir cuando en c hay un cambio de concavidad.
En forma resumida, sea f una función continua en (a, b) y cε(a, b).
Decimos que f tiene un punto de inflexión en x = c, si la concavidad de la gráfica
de f cambia en este punto; es decir, f es cóncava hacia arriba en (a, c) y cóncava
hacia abajo en (c, b), o al contrario. Veamos el siguiente ejemplo descrito en la figura
1.17. La siguiente gráfica describe los ingresos de una empresa, en función del tiempo
transcurrido (Eje y Ingresos, eje x tiempo), si f(t) = −3(t−2)3+5(t−2)+3.5. Tenemos:
f ′′ (t) = −18 (t− 2)
si se anula la segunda derivada tenemos:




t = 2 (1.7)
f(2) = 3.5 (1.8)
Luego el punto de Inflexión es en (2, 3.5) como se muestra en la siguiente grafica (Figura
1.17). f ′′(t) con 0 < t < 2 y−18 (t− 2)se tiene t − 2 < 0 y f ′′ (x) > 0, por que es un
producto de dos negativos. Si
t > 2
t− 2 > 0
−18 (t− 2) < 0
Luego f ′′ (x) < 0, por que es un producto de un negativo con un positivo.
Figura 1.16: Punto de Inflexión.
Por otra parte se puede presentar la siguiente situación: si la función es racional encon-
traremos un punto que no pertenece al dominio de esta, el cual representa una asíntota,
donde gráficamente muestra concavidades diferentes a izquierda y derecha; sin embargo
dicho punto no es llamado punto de Inflexión. Veamos el siguiente ejemplo que aclara
esta situación y cuya gráfica se muestra en la figura 1.18.
Dada la función f (x) = x2
x2−9
f´(x) = 2x (x









f ′′ (x) = −18 (x
2 − 9)2 − (−18x (2) (x2 − 9) (2x))
(x2 − 9)4
= −18 (x
2 − 9)2 + 72x2 (x2 − 9)
(x2 − 9)4
= (x
2 − 9) (−18 (x2 − 9) + 72x2)
(x2 − 9)4
= (x
2 − 9) (−18x2 + 162 + 72x2)
(x2 − 9)4
= (x







(x− 3)3 (x+ 3)3
ya que el numerador nunca se hace cero, es decir: 54x2 + 162 ≥ 162 , observemos la
concavidad tomando un punto en cada intervalo señalado y encontrando el signo del
valor correspondiente def ′′(x), en dicho intervalo, como se muestra en la siguiente tabla:
Intervalo f ′′ (x) Conclusión
x < −3 +(−)(−) = + Cóncava hacia arriba
−3 < x < 3 +(−)(+) = − Cóncava hacia abajo
x > 3 +(+)(+) = + Cóncava hacia arriba
Se tiene que x = −3 y x = 3 son asíntotas verticales de la gráfica de la función f(x),
siendo cóncava hacia arriba a la izquierda de x = −3, cóncava hacia abajo entre x = −3
y x = 3 y nuevamente cóncava hacia arriba a la derecha de x = 3.
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Figura 1.17: Gráfica de la función f(x) = x2
x2−9 , con asíntotas en x = −3 y x = 3.
1.3.4. Prueba de la segunda derivada para extremos relativos
Recordemos que punto crítico de una función f se define como un punto donde f ′(x)
no existe o donde la f ′(x) es cero.
Sin embargo si tenemos c un número crítico de una función f en la que f ′(c) = 0, y f ′
existe para todos los valores de x en algún intervalo abierto que contenga a c.
Si f ′′(c) existe y
Sif ′′(c) < 0, entonces f tiene un valor máximo relativo en c.
Si f ′′(c) > 0, entonces f tiene un valor mínimo relativo en c.
En el cálculo diferencial en una variable [7] página 157, encontramos los teoremas que
garantizan la existencia de cotas superiores y máximos para una función definida en
un intervalo [a, b]; en base a estas, se proponen el teorema 1 y 2 con su demostración
descritos a continuación:
Teorema 1. f está acotada inferiormente en [a, b]:
Si f es una función continua en [a, b], entonces f está acotada inferiormente en [a, b], es




Figura 1.18: f está acotada inferiormente en [a, b].
Teorema 2. f alcanza su valor mínimo:
Si f es una función continua en [a, b], entonces existe en algún z en [a, b], tal que
f (z) ≤ f (x), para todo x en [a, b].
Figura 1.19: f alcanza su valor mínimo.
Demostración:
Debemos probar si f es una función continua en [a, b], entonces existe algún z en [a,b],
tal que f(z) ≤ f(x), para todo x en [a, b].
Por el Teorema 1 f está acotada inferiormente en [a, b], por lo cual podemos afirmar
que si tomamos el conjunto B definido por:
B = {f (x) |xε[a, b]} (1.9)
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Este conjunto B está acotado inferiormente y como no es vacío, entonces tiene una
máxima cota inferior, que llamaremos δ = InfB. Debido a que δ ≤ f(x) para todo x
en [a, b], es suficiente con demostrar que δ = f(z) para algún z en [a, b].
Por contradicción:
Supongamos que δ 6= f(z) para todo z en [a, b], entonces definimos g como:
g (x) = 1
f (x)− δ , xε[a, b] (1.10)
la cual es continua en [a, b], ya que f(x)− δ nunca es cero.
Por otra parte, como δ = InfB, entonces para cada ε > 0, existe un x en [a, b], tal que
0 < f(x)−δ < ε ; es decir que para cada ε > 0 , existe un x en [a, b], tal que g(x) > 1/ε,
esto significaría que g no está acotada inferiormente en [a, b], lo cual contradice el Teo-
rema 1.
Por consiguiente δ = f(z) para algún z en [a, b].
En [19] página 255, observamos el análisis que muestra el cálculo de Spivak referente al
valor máximo de una función en un intervalo.
Definición «Sea f una función y A un conjunto de números contenido en el dominio
de f . Un punto x de A se dice que es un punto máximo de f sobre A si
f(x) ≥ f(y),∀yεA
El número f(x) mismo recibe el nombre de valor máximo de f sobre A (y decimos
también que f «alcanza en x» su valor máximo sobre A).
De acuerdo a esta definición la gráfica correspondiente sería la figura 1.20.
En forma análoga la definición de mínimo de f sobre A quedaría:
Sea f una función y A un conjunto de números contenido en el dominio de f .
Un punto x de A se dice que es un punto mínimo de f sobre A si
f(x) ≤ f(y),∀yεA
El número f(x) mismo recibe el nombre de valor mínimo de f sobre A (y decimos
también que f «alcanza en x» su valor mínimo sobre A).(figura 1.21) »
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Figura 1.20: Representación de punto máximo de f sobre A.
Figura 1.21: Representación punto mínimo de f sobre A.
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1.3.5. Trazado de gráficas
Teniendo en cuenta las anteriores definiciones y propiedades, para obtener la gráfica se
procede así con base en Leithold [13]:
1. Determinar el dominio de la función.
2. Encontrar las intersecciones de la gráfica con los ejes x y y.
3. Verificar si hay simetría con respecto al eje y y al origen.
4. Determinar f ′(x) y f ′′(x).
5. Encontrar los puntos críticos de la función, es decir, los valores de x en el dominio
de la función f para los que f ′(x) no existe o es igual a cero.
6. Aplicar el criterio de primera derivada o bien el de segunda derivada para deter-
minar si en un número crucial hay un valor máximo relativo, mínimo relativo o
ninguno de los dos.
7. Determinar los intervalos en los cuales la función es creciente obteniendo los valores
de x para los cualesf ′(x) es positiva; determinar los intervalos en los cuales f es
decreciente hallando los valores de x para los cuales f ′(x) es negativa. Al localizar
los intervalos en los cuales f es monótona, verificar así mismo los números críticos
en los cuales f no tiene un extremo relativo.
8. Para obtener puntos de inflexión, determinar los números críticos de f ′, es decir,
los valores de x para los cualesf ′′(x) no existe o bien f ′′(x) = 0. En cada uno de
estos valores de x, observar si f ′′(x) cambia de signo y si la gráfica tiene una recta
tangente ahí para determinar si en realidad hay un punto de inflexión.
9. Verificar si hay concavidad de la gráfica. Determinar los valores de x para los
cuales f ′′(x) sea positiva a fin de obtener los puntos en los cuales la gráfica es
cóncava hacia arriba; para obtener los valores en los cuales la gráfica es cóncava
hacia abajo, determinar los valores de x para los cuales f ′′(x) es negativa.
10. Es de utilidad calcular la pendiente de cada tangente de inflexión.
11. Verificar si hay asíntotas horizontales, verticales u oblicuas posibles.


















T ′ (x) = 12


























2 = 7,84 + x2





Por lo tanto, los puntos críticos de T (x), ecuación 1.11, son en x = −5,865 y x =
5,865. Tomamos en cuenta solo x = 5,865, ya que recordemos que x corresponde a una
distancia. Ahora encontraremos T ′′ (x):





















0,37 (7,84 + x2)
√
7,84 + x2
T ′′ (x) = 2x
2 + 7,84




Para elaborar la tabla nos falta calcular los valores de x, para los cuales T ′′ (x) (ecuación
1.12) no exista y T ′′ (x) = 0.
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Tenemos que T (x)existe para todo los valores de x, es decir, su dominio son todos los
xεR.
0 = T ′′ (x)
0 = 2x
2 + 7,84
0,37 (7,84 + x2)
√
7,84 + x2
0 = 2x2 + 7,84
2x2 = −7,84
x2 = −7,842
x2 = −3, 92 (1.13)
Por la expresión 1.6 tenemos que no existe xεR para el cual T ′′ (x) = 0.
Entonces teniendo en cuenta las expresiones 1.3, 1.5 y 1.6, y ademas, los puntos críticos
x = −5,865 y x = 5,865, de acuerdo con los pasos a seguir en la figura 1.13 y la tabla
1.1 con el trazo de gráficas obtenemos la siguientes tablas.
T (x) T ′ (x) T ′′ (x)
x < −5,865 − +
x = −5,865 46,75 −4,878 +
−5,865 < x < 5,865 − +
x = 5,865 18,138 0 +
x > 5,865 + +
Cuadro 1.2: Análisis de la gráfica por medio de los puntos críticos de la ecuación 1.3.
Conclusión
x < −5,865 T (x)decrece y es cóncava hacía arriba
x = −5,865 T (x)decrece y la gráfica tiene un punto de inflexión
−5,865 < x < 5,865 T (x)decrece y es cóncava hacía arriba
x = 5,865 T (x)mínimo relativo y la gráfica es cóncava hacía arriba
x > 5,865 T (x)crece y es cóncava hacía arriba
Cuadro 1.3: Conclusión del análisis de los signos de la tabla 1.2.
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Figura 1.22: Representación de la función T (x).
Observemos un nuevo ejemplo de trazo de gráfica, que se incluyó dentro de las activi-
dades realizadas con los estudiantes de grado undécimo del colegio Villemar el Carmen,
en el que se utilizó el servidor de aplicaciones de mapas Google Maps y se basa en el
ejemplo mostrado en el texto Problemas Resueltos de Cálculo Diferencial [6].
Ejemplo 3. Actividad N°2
Aledaña a la infraestructura del colegio hay una cancha de fútbol, la cual aprovechare-
mos para determinar las siguientes dos posibles situaciones:
Es posible construir en dicho terreno:
1. Una cancha de fútbol reglamentaria (¿la existente será reglamentaria?).
2. Una cancha de fútbol con pista exterior de atletismo de 400m de longitud (medida
que exigen las normas internacionales) y ¿Cuál sería el área máxima de esta cancha
de fútbol?
3. Para los dos anteriores casos, si no podemos construir las opciones; ¿cómo podría-
mos realizar una construcción proporcional a la reglamentaria?
El sitio de práctica se muestra en la figura 1.22. donde aparece la cancha referida a la
práctica.. La figura 1.23 muestra la situación.
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Figura 1.23: Imagen del sitio de la cancha aledaña al colegio Villemar.
Figura 1.24: Pista atlética que tiene el perímetro de un rectángulo coronado por dos
semicírculos en sus extremos.
Para encontrar las medidas de la cancha de fútbol que esté rodeada de una pista atlética
(Figura 1.24) determinamos la función a maximizar:
Como buscamos el área máxima para la cancha de fútbol tenemos
A (x) = 2rx (1.14)
la ecuación 1.13 representa el perímetro de la la pista
2πr + 2x = 400
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πr + x = 200
x = 200− πr (1.15)
remplazando la expresión 1.13 en 1.12, la función del área con respecto a la variable r
es
A (r) = 2r (200− πr)
= 400πr − 2πr2 (1.16)
La gráfica de la función 1.14 se muestra en la figura 1.25.
Figura 1.25: Gráfica de la función área con respecto a r.
Veamos otro ejemplo:
Ejemplo 4.
Tracemos la gráfica del ejemplo 1 el cual se basa en la actividad 4, Extintores, mencio-
nado en la figura 1.2 Definición de Derivada, que se incluyó dentro de las actividades
realizadas con los estudiantes de grado undécimo del colegio Villemar el Carmen, con
las condiciones de dominio reales del problema.
Julián Hernández, estudiante de grado undécimo, ofreció al curso extintores para una
actividad que el curso debía realizar en la semana de la pluriculturalidad; cuando fuimos
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a la empresa de su familia, observamos el proceso de elaboración, carga y venta de los
extintores, de ahí nace la presente actividad y la actividad número 4.
Figura 1.26: Extintor de la empresa de la familia de Julián.
¿Cuál es el mejor precio a la venta?. La empresa de la familia de Julián ofrece la venta
los extintores a muchas otras empresas, con las siguientes condiciones:
Si el pedido es de es de 120 extintores cada uno se cobra a $28.000, sin embargo el costo
por extintor se reduce en $100 por cada extintor adicional a 120. ¿El pedido de cuantos
extintores proporcionarán el mejor ingreso bruto a la empresa de la familia de Julián?
Práctica resolución de problemas. Manual para la
solución de la situación:
Concurso «El mejor pedido en extintores»
Situación
Hallar el pedido de cuantos extintores proporcionarán el mejor ingreso a la empresa de
la familia de Julián, teniendo en cuenta que si el pedido es de 120 extintores cada uno se
cobra a $28.000, sin embargo el costo por extintor se reduce en $100 por cada extintor
adicional a 120.
De acuerdo con la situación podemos determinar la siguiente función que representa el





28, 000x si x ≤ 120
28,000x− 100(x− 120)x si 120 < x < 400
(1.17)
donde x es la cantidad de extintores en el pedido.
Figura 1.27: Gráfica I (x), expresión 1.12, para los valores de x ≤ 120 y x > 120.
La cantidad de extintores ideal se encuentra en el intervalo x > 120, de donde tenemos:
I(x) = 28,000x− 100(x− 120)x
= −100x2 + 40,000x (1.18)
Derivando la expresión 1.17 el valor máximo de la función I(x) en (0, 400), por lo tanto
encontramos I ′(x) para encontrar los puntos críticos.
I’(x) = −200x+ 40,000 (1.19)
Entonces el único punto crítico de I(x) es x = 200. Para determinar si en este punto
hay un máximo, encontramos I ′′(x) (derivando la expresión 1.17).
I ′′(x) = −200 (1.20)
Como I ′′(200) < 0, entonces en x = 200 hay un máximo de I. Por lo tanto el pedido de
200 extintores es el que proporcionará el mejor ingreso bruto a la empresa de la familia
de Julián. Para encontrar ese ingreso bruto que recibe la empresa de la familia de Julián
remplazamos en la expresión 1.17 en x = 200, obtenemos:
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I(200) = −100(200)2 + 40,000(200)
= 4′000,000 (1.21)
Es decir, para un pedido de 200 extintores la empresa de la familia de Julián recibe
un ingreso bruto de 4´000,000. La situación se muestra en la gráfica 1.27 realizada en
Geogebra.
1.4. Marco curricular
Este trabajo se realiza teniendo en cuenta el siguiente marco curricular, establecido por
el Ministerio de Educación Nacional. En cuanto a los Estándares Básicos de competen-
cias en matemáticas, el Ministerio de Educación Nacional, destaca la importancia de las
matemáticas en la educación, afirmando: «la evaluación formativa debe basarse en la
forma como los estudiantes interpretan y tratan situaciones matemáticas y a partir de
ellas formulan y solucionan problemas», en el aparte «Sobre la noción de competencia
matemática», indican: «para ser matemáticamente competente, como proceso general en
toda la matemática es necesario formular, plantear, transformar y resolver problemas
a partir de situaciones de la vida cotidiana, de las otras ciencias y de las matemáticas
mismas»[9].
Específicamente para los grados décimo y undécimo, aparecen los siguientes estándares
relacionados con el tema derivadas y sus aplicaciones, en el pensamiento variacional y
sistemas algebraicos y analíticos; en pensamiento espacial y sistemas geométricos.
1. Pensamiento espacial y sistemas geométricos
Uso de argumentos geométricos para resolver y formular problemas en con-
textos matemáticos y en otras ciencias.
2. Pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analíticos
Utilizo las técnicas de aproximación en procesos infinitos numéricos.
Interpreto la noción de derivada como razón de cambio y como valor de la
pendiente de la recta tangente a una curva y desarrollo métodos para hallar
las derivadas de algunas funciones básicas en contextos matemáticos y no
matemáticos.
Analizo las relaciones y propiedades entre las expresiones algebraicas y las
gráficas de funciones polinómicas y racionales y de sus derivadas.
Modelo situaciones de variación periódica con funciones trigonométricas e




El realizar una unidad didáctica para los estudiantes de grado undécimo, sobre las apli-
caciones de máximos y mínimos a través del planteamiento y resolución de problemas;
requiere de una serie de preguntas, que involucren situaciones planteadas en un contexto
real, las cuales están organizadas, formuladas y presentadas de acuerdo a las condicio-
nes que involucran el aprendizaje por resolución de problemas, teniendo en cuenta [8];
dependiendo de circunstancias que rodean y requieren las propuestas planteadas.
Se trabajará con propuestas que nacen a partir de necesidades reales que rodean el
quehacer diario de los estudiantes y su entorno de familia, institución y sociedad en
general.
1.6. Marco metodológico
1. Identificar los temas y conceptos necesarios para comprender las aplicaciones de
máximos y mínimos. Previo al diseño de una unidad didáctica, es necesario crear
una prueba diagnóstica, que indique el nivel de conocimientos en temas y concep-
tos previos al desarrollo de la misma y que muestre la habilidad en el manejo y
destreza en la resolución de problemas.
2. Identificar algunos procedimientos y estrategias utilizados por los estudiantes en
el planteamiento y resolución de problemas. Dentro de la prueba diagnóstica que
desarrollarán los estudiantes de grado undécimo del I.E.D Villemar El Carmen,
se hará énfasis en el análisis que deben realizar sobre situaciones que involucran
temas y conceptos ya vistos previamente; adicionalmente al grupo de estudiantes,
se le propone solucionar situaciones de lógica y resolución de problemas, en forma
de retos que pueden solucionar individualmente o en grupos.
3. Establecer los saberes previos de los estudiantes sobre la derivada y sus interpre-
taciones. De acuerdo a los temas de funciones y límites previamente explicados,
se orientan antes de la aplicación de la unidad didáctica, los siguientes temas
concernientes a la derivada:
Definición.
Propiedades de la derivada.
Tipos de derivada.
Trazado de curvas y rectas tangentes.
4. Estructurar y aplicar la unidad didáctica. La unidad didáctica se elabora de acuer-
do con las siguientes condiciones:
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Presentarla con secuencia de contenidos.
Tener en cuenta las competencias a desarrollar para nuestro tema central.
Seleccionar las actividades y estrategias buscando lograr el aprendizaje.
Determinar el tiempo de aplicación de la unidad.
Elaborar un listado de materiales que sean necesarios utilizar por el docente
y por los estudiantes, para la aplicación de la unidad didáctica.




Esta unidad didáctica está conformada por cuatro problemas reales del entorno de los
estudiantes, escogidos de acuerdo a sus intereses, que involucran el desplazamiento de un
robot, la posible construcción de una pista atlética alrededor de una cancha de fútbol,
la comparación estadística de una práctica de micro fútbol, con una propuesta mate-
mática y una idea que muestra como la empresa familiar de un estudiante del colegio
Villemar puede mejorar sus ingresos de acuerdo a ciertas condiciones; se hacen con una
experiencia práctica, en la que se toman mediciones, se llevan a una expresión mate-
mática, se realizan los estudios respectivos y se encuentran las soluciones matemáticas
a los problemas comparándolas con los resultados obtenidos empíricamente.
Los problemas reales que se trabajan en la presente unidad, tienen en cuenta el cu-
rrículo que se maneja habitualmente en una institución y se ofrecen luego de dar a los
estudiantes los temas: punto de inflexión, concavidad y derivadas.
Dentro de los estándares curriculares propuestos por el ministerio de educación, que
tienen relación con la presente unidad didáctica, están:
1. Pensamiento espacial y sistemas geométricos:
Reconozco y describo curvas y o lugares geométricos.
2. Pensamiento métrico y sistemas de medidas:
Diseño estrategias para abordar situaciones de medición que requieran grados
de precisión específicos.
Resuelvo y formulo problemas que involucren magnitudes cuyos valores me-
dios se suelen definir indirectamente como razones entre valores de otras
magnitudes, como la velocidad media, la aceleración media y la densidad
media.
3. Pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analíticos:
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Interpreto la noción de derivada como razón de cambio y como valor de
la pendiente de la tangente a una curva y desarrollo métodos para hallar
las derivadas de algunas funciones básicas en contextos matemáticos y no
matemáticos.
Analizo las relaciones y propiedades entre las expresiones algebraicas y las
gráficas de funciones polinómicas y racionales y de sus derivadas.
Modelo situaciones de variación periódica con funciones trigonométricas e
interpreto y utilizo sus derivadas.
2.2. Objetivos didácticos
Los objetivos de la asignatura son:
Utilizar elementos tecnológicos que son ofrecidos por la institución, para el forta-
lecimiento de la educación matemática.
Involucrar los proyectos educativos del área de matemáticas, existentes en la I.E.D
Villemar el Carmen, en la elaboración e implementación de actividades.
Motivar a los estudiantes al estudio de las matemáticas, mostrando una forma
diferente a la tradicional de adquirir conocimiento.
Incluir en la enseñanza de la matemática elementos tecnológicos y elementos de
utilización cotidiana.
Los siguientes son los objetivos correspondientes a esta unidad didáctica.
Desarrollar habilidades en el manejo y utilización de las derivadas en situaciones
planteadas en contexto real y de acuerdo a su entorno e interés.
Presentar situaciones planteadas en contexto real y de acuerdo a su entorno e
interés, que involucren los temas de derivadas, vistos durante el periodo anterior.
Aplicar conocimientos relacionados al tema máximos y mínimos, por medio de
actividades planteadas en contexto real y de acuerdo a su entorno e interés.





Los conceptos que se busca fortalecer y poner en práctica son:
Aplicación, propiedades y cálculo de las derivadas.
Definición de una función que modele una situación real planteada.
Reconocimiento de punto máximo y mínimo de una función, en el desarrollo y
solución de situaciones planteadas en contexto real y de acuerdo a su entorno e
interés.
2.4. Recursos, uso de las TIC y secuencia de
actividades
Las actividades que se muestran a continuación fueron elaboradas de acuerdo con:
Encuestas previamente realizadas en donde se buscaba indagar cuales son los
gustos y preferencias de los estudiantes, en los aspectos de manejo del tiempo libre
y proyectos del área de matemáticas ofrecidos en la institución y sus preferencias
académicas.
El proyecto matemático robótica que ofrece el colegio Villemar el Carmen.
Espacios e infraestructura: El colegio Villemar el Carmen cuenta con grandes y
adecuadas instalaciones y dispone de una cancha de fútbol (pública) contigua a
este y un parque (público).
Materiales tecnológicos y deportivos que actualmente ofrece el colegio Villemar el
Carmen, como son:
• Juego de fichas Lego, disponibles para la elaboración de Robots.
• Computadores portátiles disponibles para la enseñanza en el área de mate-
máticas.
• Cámara fotográfica, disponible para el uso en actividades docentes.
• Balones de micro fútbol.
• Cronómetros.
Por lo cual la secuencia de actividades es:
1. Encuesta sobre gustos y preferencias.
2. Actividad de introducción salto en trampolín.
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3. Actividad 1 Juguemos con robots.
4. Actividad 2 Cancha de fútbol con pista atlética.
5. Actividad 3 Jugando micro fútbol.
6. Actividad 4 El mejor pedido de extintores.
2.5. Metodología
Para la realización de las actividades se dispone el curso y se le solicita materiales así:
Organización por grupos de tres o máximo cuatro integrantes.
De acuerdo a cada actividad se les solicita a los alumnos instrumentos adicionales
a los ofrecidos por la institución, como son: cuerdas, transportadores, calculadoras
y los necesarios para que realicen sus apuntes.
El profesor antes de la realización de cada actividad realiza una explicación de su ob-
jetivo, aclara metas propuestas y soluciona posibles dudas del procedimiento. Si es
necesario, se realiza una retroalimentación de conceptos y procedimientos matemáticos,
sin realizar el procedimiento de la actividad propuesta.
Se proponen las actividades a manera de “concurso”, buscando la motivación de los
estudiantes.
Se hace énfasis en destacar el esfuerzo y empeño que cada estudiante debe tener durante
la realización de cada actividad, además del cuidado con los elementos que la institución




Las primeras tres actividades se realizan en el parque contiguo al colegio I.E.D VILLE-
MAR EL CARMEN.
Fotos:
Figura 2.1: Vista superior del colegio y el parque contiguo
Figura 2.2: Parque contiguo al colegio.
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2.6.1. Actividad de introducción
Previamente a la aplicación de las actividades con los estudiantes, observamos el salto
en trampolín, que realizaban estudiantes de otro curso durante la clase de educación
física; como aparece en las siguientes fotos.
Figura 2.3: Observando la clase de Educación física.
El desarrollo de esta clase de Educación física, nos sirvió para pensar en los conceptos
de punto máximo, en un movimiento que describe una parábola, así que realizamos en
Geogebra, la simulación del salto, para observar cómo va cambiando la recta tangente
de acuerdo al movimiento del saltador. El siguiente link muestra la simulación realizada
en Geogebra, al ingresar se debe hacer clic sobre la pantalla.
https://www.geogebra.org/material/simple/id/3178857 .
La siguiente figura es una captura de pantalla del link mencionado.
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Figura 2.4: Pantallazo del link «Salto en trampolín» realizado en Geogebra.
2.6.2. Actividad 1 Juguemos con robots.
Actividad 1
Concurso el menor tiempo de recorrido Situación en el parque
aledaño al colegio
Un robot debe avanzar desde el punto A hasta el B, en el menor tiempo posible.
Figura 2.5: Robot utilizado en la práctica.
1. Determina la ruta que deberá usar para ir de A hasta B en el menor tiempo
posible, encontrando previamente las longitudes y velocidades necesarias.
2. ¿Cuánto tiempo se ahorra en comparación con la ruta directa?
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Desarrollo de la actividad
Previamente a los estudiantes se les plantea la actividad en forma escrita, de acuerdo al
manual entregado que utilizarán como soporte antes, durante y terminada la práctica
de la situación. Todo los estudiantes se reúnen en grupos de tres, para competir por el
mejor tiempo de recorrido del robot, según como indica la situación.
Antes del desarrollo de la práctica se trabajó en al construcción de la función T(x),
por medio de preguntas orientadoras buscando que los mismos estudiantes llegarán a la
expresión correcta.
Dirigido a
Estudiantes de grado undécimo.
Materiales
Tres robots previamente ensamblados, por los estudiantes.
Zona de práctica (Parque contiguo al colegio).
Cronómetro.
Metro.
Los cálculos previos que los estudiantes deberán encontrar
La velocidad del robot en terreno de césped (terreno de color verde).
La velocidad del robot en terreno «rápido» (velocidad en suelo de cemento).
La distancia entre los puntos A y B.
La distancia entre el punto B y la vía rápida.
Práctica resolución de problemas. Manual para la solución de la
situación:
Concurso «Juguemos con robots»
Situación
Un robot debe avanzar desde el punto A hasta el B, en el menor tiempo posible.




2. ¿Cuánto tiempo se ahorra en comparación con la ruta directa por el terreno de
césped?
Figura 2.6: Bosquejo para el recorrido del robot del punto A al B.
De acuerdo a la situación planteada:
1. Discutan la propuesta presentada y realicen dibujos de la situación de acuerdo al
movimiento del robot.
2. Escriban con palabras propias la situación propuesta.
3. Determinen los datos que pueden hacer falta para la solución del problema y
cuáles de ellos pueden encontrar colocando el robot en marcha.
4. Realicen una lista de conocimientos que consideren necesarios, para lograr la so-
lución del problema.
5. Elegir posibles fuentes que ayudarán como soporte a la solución de la situación.
6. Realicen una lista con todas las posibles soluciones a la situación planteada y
organizarla desde la más factible a la menos.
7. Realicen una lista con las posibles acciones o actividades que deben realizar en
una línea de tiempo.
8. Escribir la solución con la documentación que la respalda.
Recuerda:
Trabajar en grupo.
Gana el concurso aquel grupo que logre que su robot realice el menor tiempo de
recorrido desde el punto A al B.
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A cada grupo se le medirá el tiempo de recorrido, según la respuesta dada UNA
SOLA VEZ, dicha respuesta será entregada al docente antes de realizar todas las
pruebas.







Teniendo en cuenta los resultados de la encuesta realizada a los estudiantes sobre gustos
y preferencias, que se detalla en el capítulo 3.1.2, se optó por crear esta actividad que
involucra el proyecto «Robótica».
La práctica se llevó a cabo gracias a la colaboración del profesor Juan Francisco Rodrí-
guez, docente en el área de matemáticas del colegio Villemar El Carmen, creador del
proyecto “Robótica”, dirigido a los estudiantes del plantel, con el objetivo del aprove-
chamiento del tiempo libre, para afianzar y fortalecer los conocimientos adquiridos en
las áreas de física y matemáticas.
Este proyecto que lleva en la institución tres años de trabajo, ya ha traspasado acti-
vidades dentro del colegio, el día 20 de abril del presente año, se presentó en uno de
los torneos de robótica más importantes del país, como es Runibot, realizado en las
instalaciones de la Universidad Católica, con la participación de 22 universidades de
Colombia, 5 internacionales, 26 colegios nacionales y uno internacional; logrando el ter-
cer puesto en la categoría de sumo. El siguiente link muestra la información desplegada
por el periódico el tiempo, en la que se destaca dicho evento:
http://www.eltiempo.com/tecnosfera/novedades-tecnologia/que-es-runibot/16568798
Antes del desarrollo de la práctica, los estudiantes recibieron instrucción sobre la im-
plementación y el manejo del programa Arduino, el cual fue utilizado para lograr la
interactividad entre el usuario (el estudiante) y la máquina (el robot), mediante ins-
trucciones realizadas directamente en el computador y que posteriormente mediante
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una conexión USB con el robot, este las recibía.
Previo al desarrollo de la práctica se planeó de acuerdo al supuesto que el robot anda-
ba a mayor velocidad en cemento que en césped, al momento de realizar las pruebas
nos dimos cuenta que el robot andaba a mayor velocidad en césped que la obtenida en
cemento, debido a esto fue necesario cambiar el diagrama inicial, es decir la Figura 2.6
Bosquejo para el recorrido del robot del punto A al B.
Colocando en posiciones diferentes los puntos de inicio y llegada A y B, tal como aparece
en el siguiente diagrama.
Figura 2.7: Corrección del bosquejo para el recorrido del robot del punto A al B.
Al indagar el por qué la velocidad del robot era mayor en césped que en cemento, se
encontró que es debido a la forma y estructura de las llantas utilizadas, es decir el
labrado y los taches de las llantas permitían un mejor avance en terreno de césped y un
poco agarre en terreno lizo (cemento), como aparece en las siguientes fotos.




Al momento de realizar la práctica había una curiosidad y espíritu de competitividad
entre los estudiantes, además de la normal expectativa por ver la aplicación matemática
en una práctica.
La colaboración y participación de todos los estudiantes fue excelente.
El haber cambiado el diagrama inicial no afecto el desarrollo de la práctica realizada.
Los materiales que trajeron los estudiantes, como el decámetro, portátiles, transporta-
dores, y cuerdas entre otros, facilitaron el desarrollo de la práctica.
Al momento de accionar el robot, se presentaron inconvenientes que obligaron a un
reinicio, tales como:
El no tener las llantas alineadas, lo que ocasionaba que el trayecto no fuera en línea
recta y al desviar el ángulo programando no lograba llegar al punto de destino.
En una ocasión el robot no iniciaba en el momento esperado, lo cual se prestaba
para tomar tiempos errados y por consiguiente un mal dato en la velocidad en
césped y en cemento.
Los cables de conexión entre el motor del robot y los circuitos eran muy sensibles,
por lo cual la manipulación de este, exigía mucho cuidado, para evitar un mal
funcionamiento del mismo.
Estos inconvenientes se solucionaron gracias a la oportuna intervención del profesor
Juan Francisco Rodríguez, quién corrigió los inconvenientes rápidamente, dejando el
robot en óptimas condiciones para la realización de la práctica.
Las respuestas al manual para la solución de la situación, no fueron contestadas en su
totalidad en el mismo espacio de clase en el que se desarrolló la práctica; por lo cual para
obtener las respuestas de todo el manual fue necesario abrir un espacio en la siguiente
clase de matemáticas, según horario.
Aunque fue bueno el aporte de los estudiantes durante el desarrollo del manual y espe-
cíficamente al encontrar la función tiempo en términos de x, fue necesario reorientar en
algunos grupos, la construcción de esta función, y el desarrollo matemático, ya que se
cometen errores como:
Mala comprensión del concepto de velocidad y errores al asociar la distancia re-
corrida en uno de los medios de recorrido a la velocidad del otro.
Realizar mal algunas operaciones básicas. Como se observa en la figura 2.9.
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Despejar mal la ecuación y no realizar la correcta notación para diferenciar entre
la función inicial y su correspondiente derivada.
Figura 2.9: Error al construir una función y al realizar una potencia.
Figura 2.10: Error de notación y al despejar la incógnita x.
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Durante el desarrollo de esta práctica tuvimos el privilegio de contar con el acompa-
ñamiento del profesor Herbert Dueñas, director de la presente tesis, quién observó y
también participó, dando algunas indicaciones y recomendaciones a los estudiantes al
momento de realizar las mediciones.
Las siguientes fotos muestran el momento en el cual se desarrolló la práctica, en el
parque contiguo al colegio.y las figuras 2.13, 2.14, 2.15 y 2.16 la respuesta dada a la
actividad por uno de los grupos.
Figura 2.11: Inicio de las mediciones. Al fondo se aprecia el colegio Villemar el Carmen.
Atentos al decámetro, con el robot al lado.
Figura 2.12: El profesor Herbert dando algunas recomendaciones a los estudiantes.
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Figura 2.13: Primera página de la solución de la primera actividad.
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Figura 2.14: Segunda página de la solución de la primera actividad.
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Figura 2.15: Tercera página de la solución de la primera actividad.
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Figura 2.16: Cuarta y última página de la solución de la primera actividad.
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2.6.3. Actividad 2 Cancha de fútbol con pista atlética.
Aledaña a la infraestructura del colegio hay una cancha de fútbol, la cual aprovechare-
mos para determinar las siguientes dos posibles opciones:
Es posible construir en dicho terreno:
1. Una cancha de fútbol reglamentaria (¿la existente será reglamentaria?).
2. Una cancha de fútbol con pista de atletismo de 400m de perímetro (medida que
exigen las normas internacionales), ¿Cuales serían las medidas de la cancha de
fútbol con área máxima que cumple con estas condiciones?
3. Para los dos anteriores casos si no podemos construir las opciones; ¿Cómo podría-
mos realizar una construcción proporcional a la reglamentaria?
Sitio de practica se muestra en la figura 2.17:
Figura 2.17: Vista superior de la cancha de fútbol aledaña al colegio Villemar El
Carmen.
La pista atlética tiene el perímetro de un rectángulo coronado por dos semicírculos en
sus extremos.
Desarrollo de la actividad
Previamente a los estudiantes se les plantea la actividad en forma escrita, de acuerdo al





Estudiantes de grado undécimo.
Los cálculos previos que los estudiantes deberán encontrar
Las dimensiones de la cancha actual.
Las dimensiones de toda la zona verde aledaña al colegio.
Práctica resolución de problemas. Manual para la solución de la
situación: Concurso «Cancha de fútbol con pista atlética»
Situación
Aledaña a la infraestructura del colegio hay una cancha de fútbol, la cual aprovechare-
mos para determinar las siguientes dos posibles opciones:
Es posible construir en dicho terreno:
1. Una cancha de fútbol reglamentaria (¿la existente será reglamentaria?).
2. Una cancha de fútbol con pista de atletismo de 400m de perímetro (medida que
exigen las normas internacionales).
3. Para los dos anteriores casos si no podemos construir las opciones; ¿cómo podría-
mos realizar una construcción proporcional a la reglamentaria?
De acuerdo a la situación planteada:
1. Discutan la propuesta presentada y realicen dibujos de la situación.
2. Escriban con palabras propias la situación propuesta.
3. Determinen los datos que pueden hacer falta para la solución del problema y
cuáles de ellos pueden encontrar, sin estar en la zona verde.
4. Realicen una lista de conocimientos que consideren necesarios, para lograr la so-
lución del problema.
5. Elegir posibles fuentes que ayudarán como soporte a la solución de la situación.
6. Realicen una lista con todas las posibles soluciones a la situación planteada y
organizarla desde la más factible a la menos.
7. Realicen una lista con las posibles acciones o actividades que deben realizar en
una línea de tiempo.
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8. Escribir la solución con la documentación que la respalda.
Recuerda:
Trabajar en grupo.
Gana el concurso aquel grupo que logre respuestas coherentes y reales de acuerdo
a la situación planteada.
Encontrar cuáles serían las dimensiones requeridas para que cumpla con el área
reglamentada de la cancha de fútbol y la pista atlética.
Si no es posible la construcción de una cancha reglamentaria con pista atlética,
determina cuales serían las dimensiones de una proporcional (más pequeña) que
se pueda construir en este espacio.







El espacio de la cancha de fútbol es utilizado normalmente para la práctica deportiva de
los estudiantes del colegio Villemar; sin embargo, es un terreno que la junta de acción
comunal reclama para el barrio y desea encerrar, mientras que por otro lado siendo
utilizado en su mayoría por los estudiantes, el colegio desea adecuarlo para los deportes
de atletismo y fútbol, de esta situación nació esta actividad.
Al ser planteada la actividad lo primero que se piensa es en cómo lograr las medidas,
debido al gran espacio al cual se hace referencia, por tal razón se dispuso un espacio de
una clase previa al día de la realización de la actividad, para explicar el manejo de la
herramienta Google Maps.
Afortunadamente para el desarrollo de la actividad, se contó con la ayuda de 16 portáti-
les, disponibles para el área de matemáticas, que fueron proporcionados por la secretaría
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de educación, por medio del programa «Computadores para Educar», lo cuales se mues-
tran e las figuras 2.18 y 2.19.
Las Figuras 2.20, 2.21, 2.22 y 2.23 muestran el desarrollo que un grupo mostró como
solución a esta actividad.
Figura 2.18: Los computadores para uso de los estudiantes en el aula.
Figura 2.19: Uno de los computadores ofrecidos por el Ministerio de Educación Nacional
y el Ministerio de las TICS.
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Figura 2.20: Solución de la segunda actividad.
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Figura 2.21: Segunda página de la solución de la segunda actividad.
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Figura 2.22: Tercera página de la solución de la segunda actividad.
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Inicialmente gustó bastante la herramienta Google Maps, ya que en la mayoría de es-
tudiantes no era conocida y luego de ser presentada y explicada se dieron cuenta, la
facilidad con la que se pueden encontrar medidas teniendo una vista altímetra del lugar
en cuestión.
Google Maps, fue de fácil manejo para los estudiantes y fue clave para comprobar sus
respuestas.
Al tener la facilidad del portátil, los estudiantes poco consultaron el libro de cálculo
que llevaban el día de la práctica.
Para el punto «1. Discutan la propuesta presentada y realicen dibujos de la situación»,
la mayoría de los grupos realizó un dibujo, escribiendo las medidas reales encontradas
con la herramienta Google Maps y que posteriormente les sirvió para comparar resulta-
dos y dar conclusiones.
Debido a falta de tiempo, quedó pendiente el último punto del numeral 8: Si no es
posible la construcción de una cancha reglamentaria con pista atlética, determina cuáles
serían las dimensiones de una proporcional (más pequeña que se pueda construir en este
espacio).
2.6.4. Actividad 3 Jugando Micro Fútbol
En la figura 2.24 y 2.25, observamos la vista superior del patio del colegio Villemar del
Carmen y se muestra el sitio donde esta ubicada la cancha de micro fútbol donde se
realiza la actividad.
Figura 2.24: Vista superior del patio del colegio, encerrada en un óvalo aparece la cancha
de micro fútbol del colegio Villemar el Carmen.
En el colegio se tienen como prácticas favoritas el salto en trampolín (gimnasia) y el
65
